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Estimada(o) maestra(o):

La Direccién General de Telebachillerato ha asumido el compromiso de dar a sus
docentes un acompafiamiento cercano. A la vez, sensible a sus necesidades

pedagogicas y contextualizado a su realidad profesional.

A partir de esta vision institucional, la Subdireccion Técnica y el Departamento
Técnico Pedagdgico ponen a su disposicion este “Cuadernillo de apoyo docente”,
para todas(os) aquellas(os) profesionales que sienten la necesidad de tener un
respaldo mas intenso y directo con respecto a los contenidos de las asignaturas.
Esto, con el propdsito de brindar un mejor servicio que lleve al desarrollo de los

diversos talentos de sus estudiantes.

Cada tema, en el cuadernillo, se muestra en dos formas: primero, con ejemplos
resueltos detalladamente en un lenguaje coloquial y fluido; posteriormente, se
enlistan ejercicios que las(los) docentes pueden usar para ejercitarse en el
dominio de ese tema y/o para aplicarlos en el salon de clases.

Estas actividades no pretenden sustituir a la “Guia didactica” sino, por el contrario,
complementar las explicaciones que ahi se tratan, para reforzarla. El espiritu de
este esfuerzo académico es dotar de mas herramientas, para que el proceso de

co-aprendencia en el aula sea aun mas eficiente.

Todos los canales de comunicacion se encuentran abiertos para que, libremente, te
expreses con respecto a la utilidad y perfectibilidad de este material. Asi, por ejemplo,
puedes escribir a los correos  subtecnicatebaev@msev.gob.mx vy

ralvarez@msev.gob.mx donde, con mucho gusto, recibiremos tu realimentacion.

Con afecto.

Mtra. Irais Dalila Reyes Cruz

Directora General
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Angulos
Un Angulo es la abertura generada por dos semirrectas que tienen un origen
comun o también es la amplitud de rotacion de una recta que gira por uno de sus

puntos.

e Sistemas de medicion
Los mas utilizados son: sistema sexagesimal, el sistema centesimal y el

sistema circular.

Sistema de _ » L :
L Unidad de | Notacion de la Definicion de la unidad de
medicion de _ _ _ _
5 medida | unidad minima medida
angulos
Sexagesimal Grado 1° Es la unidad angular que divide
una circunferencia en 360
partes iguales
Centesimal Gradian 19 Es la unidad angular que divide
una circunferencia en 400
partes iguales
Circular Radian 1 rad Es la unidad angular que divide
una circunferencia en 21 partes
iguales

Equivalencia entre sistemas de medicion de angulos:
360° = 4009 = 21 rad

Con esta equivalencia, se puede transitar de un sistema de medicion a otro.



Ejemplos
1. Convertir 720° (grados) a gradianes.
Para iniciar, se toma la equivalencia entre sistemas de medicion de angulos y se

elige la parte a utilizar:

360° = 400° = 21 rad

Asi, se trabajara solamente con la parte seleccionada.

Ahora, podemos efectuar una “regla de tres” directa. Si 360° equivalen a 4009,

entonces ¢ 720° a cuantos gradianes equivalen?

360°— 400°
720°— x
La regla de tres nos pide multiplicar cruzado y el resultado dividirlo por el término
restante.
360° — 400° X::(4009)(7200)
720° — X T 3600

Toma en cuenta que cualquier unidad o cantidad, al dividirse por si misma da
como resultado la unidad (es por ello que se dice coloquialmente que se
“cancela”). En este caso es conveniente “cancelar’ la unidad de grados en dicha

ecuacién y asi continuar con la operacion:
(400° )(720¢)
X = —
(400° )(720)

360

X=

Multiplicamos los 400° por 720
288000°

X =
360

Dividimos 288000° por 360:




x = 800°

Por lo tanto, 720° (grados) equivalen a 8009 (gradianes).

El mismo ejemplo se puede resolver utilizando la nocidn de proporcion. Una
proporcion es la igualdad entre dos razones. Una razon (geométrica) es el
cociente (division) entre dos cantidades que estan expresadas en las mismas
unidades. De esta forma, si 360° equivalen a 4009 entonces ¢720° a cuantos
gradianes equivalen?, es necesario transformar la expresidon en una proporcion.
Podemos expresar el primer miembro de la proporcion (que a su vez es la primera
razon) con los dos elementos que tienen la misma unidad, en este caso, las

cantidades expresadas en grados:

360°
720°

Primera razén

El segundo término de la proporcion (que a la vez es la segunda razon) sera la

gue se expresa en gradianes:

400°
X

Segunda razén

Nota que x representa la cantidad de gradianes a calcular. Con esto, la proporcion

guedaria:

360°  400°

720° X

Proporcién

Despejamos la variable. Lo primero, ya que la variable se encuentra dividiendo, es
“pasarla al otro lado” multiplicando (Formalmente multiplicamos ambos lados de la

1
igualdad por el reciproco multiplicativo de  , es por ello que se dice que si esta

dividiendo de un lado de la igualdad pasa al otro lado multiplicando, conservando

el mismo signo):




360° _ 400°

720° X
360°X _ 400
720°

Continuando con el despeje, la cantidad 720° que esta dividiendo pasara

multiplicando al otro lado de la igualdad:
360°x = (400° )(720°)
Por ultimo, la cantidad 360° que est4 multiplicando a la variable pasara dividiendo
al otro lado de la igualdad:
(400° )(720°)
360°

Realizamos las operaciones. En este caso es conveniente “cancelar” la unidad de
grados en dicha ecuacion y asi continuar con la operacion:

(400° )(720¢)

— s —

(400° )(720)

e

X =

X=

Multiplicamos los 400° por 720
288000°

X=——
360

Dividimos 288000¢ por 360:
x = 800°

Por lo tanto, 720° (grados) equivalen a 8009 (gradianes).

¢, Qué relacion existe entre la expresion matematica generada por la regla de tres

con la expresion matematica generada por la proporcion?

Regla de tres directa Proporcién
360°— 400° 360° _400°
720°— X 720° X




Efectivamente, son equivalentes.

2. Convertir 100° (gradianes) a radianes.
Se toma la equivalencia entre sistemas de medicion de angulos y se elige la parte

a utilizar:

360° = 400Y = 211 rad

Asi, se trabajara solamente con la parte seleccionada.

Ahora, podemos efectuar una “regla de tres” directa. Si 4009 equivalen a 21 rad,
entonces ¢100¢ a cuantos radianes equivalen?

400°— 2xrad

100° — x
La regla de tres nos pide multiplicar cruzado y el resultado dividirlo por el término

restante.

400°— 27 rad (27 rad)(100°)
X =
100°— 400°

Toma en cuenta que cualquier unidad o cantidad, al dividirse por si misma da
como resultado la unidad (es por ello que se dice coloquialmente que se
‘cancela”). En este caso es conveniente “cancelar’ la unidad de gradianes en
dicha ecuacion y asi continuar con la operacion:
(27 rad)(100°)
T 400°
‘o (2 rad )(100)
400

Multiplicamos los 2z rad por 100

‘= 2007 rad
400

Dividimos 200zrad por 400:

1
X=_rrad




Por lo tanto, 100° (gradianes) equivalen a 1_7z rad (radianes).
2

El mismo ejemplo se puede resolver utilizando la nocién de proporcion. Como una
proporcion es la igualdad entre dos razones, y una razon (geométrica) es el
cociente entre dos cantidades que estan expresadas en las mismas unidades,
entonces transformaremos la expresion en una proporcion. El primer miembro de

la proporcion (que a su vez es la primera razén) sera:

400°
100°

Primera razén

El segundo término de la proporcién (que a la vez es la segunda razon) sera:

2xrad

. Segunda razén

Con esto, la proporcion quedaria:

400° 2rzrad -
= Proporcion
100° X

Despejamos la variable. Lo primero, ya que la variable se encuentra dividiendo, es
“‘pasarla al otro lado” multiplicando (Como se mencioné anteriormente,
formalmente multiplicamos ambos lados de la igualdad por el reciproco

1
multiplicativo de ):

400° 2zrad
100° X

g
400°x =27 rad
100°

Continuando con el despeje, la cantidad 1009 que esta dividiendo pasara

multiplicando al otro lado de la igualdad:

400° x = (27 rad )(100° )




Por ltimo, la cantidad 4009 que esta multiplicando a la variable pasara dividiendo
al otro lado de la igualdad:
(27 rad)(100°)
400°

Realizando las operaciones, se “cancela” la unidad de gradianes en dicha
ecuacion y asi continuar con la operacion:
(27 rad)(100°)
— 0
‘o (2zrad )(100)
400

Multiplicamos los 2z rad por 100
‘= 2007 rad
400
Dividimos 200z rad por 400:

1
X=_rrad
2

Por lo tanto, 100° (gradianes) equivalen a 1_;z rad (radianes).
2

Nota: el resultado no necesariamente puede expresarse en términos del nimero

. Como 1T es un numero (3.141592...) podemos multiplicar E por 1:
2

x:iﬂrad
2

X = 1_(3.141592) rad
2

x=1.57 rad

1
Por lo tanto la expresion X =§ zrad equivale a la expresion x=1.57 rad

(radianes).



.5
3. Convertir E7zrad (radianes) a grados.

Se toma la equivalencia entre sistemas de medicion de angulos y se elige la parte
a utilizar:
360° = 4009 = 211 rad

Asi, se trabajara solamente con la parte seleccionada.

Ahora, podemos efectuar una “regla de tres” directa. Si 21T rad equivalen a 360°,
5
entonces ¢, E” rad 3 cuantos grados equivalen?

2xzrad - 360°

E7rrad—>x
2

La regla de tres nos pide multiplicar cruzado y el resultado dividirlo por el término

restante.
27 rad — 360° (360°) 2 zrad '
E zrad — X B 2
X =
2 2rr

Toma en cuenta que cualquier unidad o cantidad, al dividirse por si misma da
como resultado la unidad (es por ello que se dice coloquialmente que se
“cancelan”). En este caso es conveniente “cancelar” el nimero 1 y la unidad de

radianes en dicha ecuacién y asi continuar con la operacion:

(360° (Zéjfrad/]
T 2 frad

o/ 5)
(360 ,

X =
2

Multiplicamos los 360° porE
2




1890° )

)
2
900°
X =
2
Para finalizar, dividimos 900° por 2:
X = 450°

Por lo tanto, 5_7z rad (radianes) equivalen a 450° (grados).
2

El mismo ejemplo se puede resolver utilizando la nocién de proporcion. Como una
proporcién es la igualdad entre dos razones, y una razon (geométrica) es el
cociente entre dos cantidades que estan expresadas en las mismas unidades,
entonces transformaremos la expresion en una proporcion. El primer miembro de

la proporcién (que a su vez es la primera razon) sera:

27 rad

75 rrad Primera razén

2

El segundo término de la proporcién (que a la vez es la segunda razén) sera:

360°
X

Segunda razon

Con esto, la proporcion quedaria:

2zrad _360°
X Proporcién

§7Z' rad
2

Despejamos la variable. Lo primero, ya que la variable se encuentra dividiendo, es

“pasarla al otro lado” multiplicando:




27 rad _ 360°

“rrad X
2
2rzrad x _ 360°
— mrad
2
Continuando con el despeje, la cantidad >z rad que esta dividiendo pasara
2

multiplicando al otro lado de la igualdad:
27rrad x = (360°)) 2 ﬂrad\

\ )

Por altimo, la cantidad 27 rad gue esta multiplicando a la variable pasara

dividiendo al otro lado de la igualdad:
(360°)|( 2 zrad \|
KZ

. )
2z rad

Realizando las operaciones. En este caso es conveniente “cancelar” el numero 1Ty

la unidad de radianes en dicha ecuacion y asi continuar con la operacion:

(360° (Zéﬂ/rﬂd/]
T 2 frad

(3600 (5\
‘= 2

2

Multiplicamos los 360° pori
2

]

900°
X =
2

( 1800° )
X —_—

Para finalizar, dividimos 900° por 2:
X = 450°

Por lo tanto, 5_7z rad (radianes) equivalen a 450° (grados).
2

10



4. Convertir 8.5 rad (radianes) a gradianes.

Se toma la equivalencia entre sistemas de medicion de angulos y se elige la parte

a utilizar:

360° = 4009 = 21 rad

Asi, se trabajara solamente con la parte seleccionada.

Ahora, podemos efectuar una “regla de tres” directa. Si 21 rad equivalen a 4009,
entonces ¢ 8.5 rad a cuantos gradianes equivalen?

27 rad — 400°
8.5rad —» x

La regla de tres nos pide multiplicar cruzado y el resultado dividirlo por el término

restante.

277 rad — 400° . (400°)(8.5 rad)
8.5 rad — x 27 rad

Toma en cuenta que cualquier unidad o cantidad, al dividirse por si misma da
como resultado la unidad (es por ello que se dice coloquialmente que se
“cancelan”). En este caso es conveniente “cancelar” la unidad de radianes en
dicha ecuacion y asi continuar con la operacion:
(400°)(8.5 yad)

2rrad”

(400°)(8.5)

X =

X =
27

Multiplicamos los 400° por 8.5:

3400°
X =
2r
Multiplicamos 2 por = (observa que, como 8.5 radianes no esta en funcion de z, no
se pudo “cancelar”):
3400°
X=——
6.283185
11




Para finalizar, dividimos por 6.283185:
x =541.12°

Por lo tanto, 8.5 rad (radianes) equivalen a 541.12° (gradianes).

El mismo ejemplo se puede resolver utilizando la nocién de proporcion. Como una
proporcion es la igualdad entre dos razones, y una razon (geométrica) es el
cociente entre dos cantidades que estan expresadas en las mismas unidades,
entonces transformaremos la expresion en una proporcion. El primer miembro de

la proporcién (que a su vez es la primera razén) sera:

27 rad
8.5rad

Primera razén

El segundo término de la proporcién (que a la vez es la segunda razoén) sera:

400°
X

Segunda razén

Con esto, la proporcién quedaria:

2z rad _ 400°
8.5rad X

Proporcién

Despejamos la variable. Lo primero, ya que la variable se encuentra dividiendo, es

“pasarla al otro lado” multiplicando:

27z rad _ 400°
8.5 rad X
2zrad x _ 4009
8.5 rad

Continuando con el despeje, la cantidad 85rad que esta dividiendo pasara
multiplicando al otro lado de la igualdad:

27 rad x =(400° )(8.5rad)
Por ultimo, la cantidad 2z rad gue esta multiplicando a la variable pasara

dividiendo al otro lado de la igualdad:

12




(400°)(8.5rad)

27 rad

Realizando las operaciones. En este caso es conveniente “cancelar” la unidad de

radianes en dicha ecuacion y asi continuar con la operacion:

(400°)(8.5 yad)
272Lad/

(400°)(8.5)

X =
2r

Multiplicamos los 400° por 8.5:

3400°
X =

27

Multiplicamos 2 por z (observa que, como 8.5 radianes no esta en funcion de z, no

se pudo “cancelar”):

‘o 3400°
6.283185
Para finalizar, dividimos por 6.283185:
X =541.12°

Por lo tanto, 8.5 rad (radianes) equivalen a 541.12°(gradianes).

Ejercicios.

1.

Convertir 48° (grados) a gradianes.

2. Convertir 2160° (grados) a radianes.
3.
4

. Convertir 5789 gradianes a radianes.

Convertir 3299 gradianes a grados.

7
. Convertir > 7rad (radianes) a grados.

!
. Convertir _ zrad (radianes) a gradianes.

. Convertir 12 rad (radianes) agrados.

1 . :
. Convertir _rad (radianes) agradianes

3

13



e Rectas paralelas cortadas por una transversal

Ejemplos
1. Del siguiente sistema de rectas, identifica los angulos (si los hubiera) que
se te indican: Alternos internos, Alternos externos, Colaterales internos,

Colaterales externos, Correspondientes.

Esta clasificacion de angulos se da para un sistema de rectas formado por dos
rectas paralelas cortadas por una transversal. Verificado esto, conviene
representar a cada angulo con alguna letra o numero (el orden de colocacién es

indistinto):

14



Asi:

<B

Alternos internos
xF

<A

Alternos externos
<E

<B

Colaterales internos
<F

<A

Colaterales externos
<E

<A
<B
<E
<F

Correspondientes

=< << < K v K| ¥ K| «w <
A
(@)

A A A A
T » OO

2. Del siguiente sistema de rectas, identifica los angulos (si los hubiera) que
se te indican: Alternos internos, Alternos externos, Colaterales internos,

Colaterales externos, Correspondientes.

T

Esta clasificacion de angulos se da para un sistema de rectas formado por dos
rectas paralelas cortadas por una transversal. Como podemos observar, no hay
rectas paralelas en este sistema de rectas, por lo tanto, no es posible clasificar a

los angulos bajo el criterio correspondiente.

15




Ejercicios.
Del siguiente sistema de rectas, identifica los angulos (si los hubiera) que se
te indican: Alternos internos, Alternos externos, Colaterales internos,

Colaterales externos, Correspondientes.

1. 2.

Triangulos

e Rectas y puntos notables

Ejemplos

1. Traza la Recta de Euler en el siguiente triangulo.

16




La Recta de Euler es la linea recta que une al ortocentro, al baricentro y al
circuncentro en todo triangulo. Por lo que para trazar dicha recta, es necesario

primero trazar los puntos notables. Empecemos por el ortocentro.

El ortocentro es el punto de interseccion de las tres alturas del tridngulo. La altura
de un triangulo es el segmento de recta que pasa por alguno de los vértices de
dicho triangulo y es perpendicular al lado opuesto. Tracemos las alturas del

triangulo. Llamemos A, By C a los vértices del tridngulo:

C

3

Se traza la perpendicular al segmento Efque pase por el punto A:

C

Sobre el mismo triangulo, tracemos ahora la perpendicular al segmento AC que

pase por el punto B:

17



ic

Marquemos con un punto (digamos gris) el lugar donde se intersectan las tres

alturas. Ese lugar se conoce como ortocentro:

Tracemos ahora el baricentro.
El baricentro es el punto que se localiza en la interseccion de las medianas. La
mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado de un triangulo

con el vértice opuesto.

18



Sobre el mismo triAngulo que hemos trabajado, tracemos el punto medio del

segmento ABy coloquemos un segmento de recta que una dicho punto medio

con el vértice C:

Se traza el punto medio del segmento Efy se coloca un segmento que una dicho

punto medio con el vértice A:

Ahora tracemos el punto medio del segmento A(Wse coloca un segmento que

una dicho punto medio con el vértice B:

19



Marquemos con un punto (digamos verde) el lugar donde se intersectan las tres

medianas. Ese lugar se conoce como baricentro:

Por altimo, tracemos el circuncentro. El circuncentro es el punto que se sitla en la
interseccion de las mediatrices. La mediatriz es la recta perpendicular que pasa

por el punto medio de cada lado de un tridngulo.

Sobre el mismo triangulo que hemos trabajado, tracemos la perpendicular del

segmento AB y que pasa por el punto medio de dicho segmento:

Tracemos la perpendicular del segmento BC y que pasa por el punto medio de

dicho segmento:

20



Por Gltimo, tracemos la perpendicular del segmento AC y que pasa por el punto

medio de dicho segmento:

Marquemos con un punto (digamos azul) el lugar donde se intersectan las tres

mediatrices. Ese lugar se conoce como circuncentro:

21



Una vez trazados los tres puntos notables (ortocentro, baricentro y circuncentro)

se unen con una linea recta. Dicha recta es conocida como Recta de Euler.

2. Traza la Recta de Euler en el siguiente triangulo.

La Recta de Euler es la linea recta que une al ortocentro, al baricentro y al
circuncentro en todo triangulo. Por lo que para trazar dicha recta, es necesario

primero trazar los puntos notables. Empecemos por el ortocentro.

El ortocentro es el punto de interseccion de las tres alturas del triangulo. La altura
de un triangulo es el segmento de recta que pasa por alguno de los vértices de
dicho triangulo y es perpendicular al lado opuesto. Tracemos las alturas del
triangulo. Llamemos J, Ky L a los vértices del triangulo:

22



Se traza la perpendicular al segmento JK (en este caso a la prolongacién del

segmento) que pase por el punto L:

L

Sobre el mismo triangulo, tracemos ahora la perpendicular al segmento JL (0 a su

prolongacion) que pase por el punto K:

L

23



Ahora tracemos la perpendicular al segmento Eque pase por el punto J:
L '

~ st

Marquemos con un punto (digamos gris) el lugar donde se intersectan las tres

alturas. Ese lugar se conoce como ortocentro:

L

A

Ortocentro

Tracemos ahora el baricentro.

24



El baricentro es el punto que se localiza en la interseccion de las medianas. La
mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado de un triangulo

con el vértice opuesto.

Se trabajara sobre el mismo tridngulo, sin embargo, ya solo se dejara el ortocentro
y se eliminaran los trazos que lo generaron. Tracemos el punto medio del
segmento JL y coloquemos un segmento de recta que una dicho punto medio con

el vértice K:

o
Ortocentro

Se traza el punto medio del segmento J_Ky se coloca un segmento que una dicho

punto medio con el vértice L:

25



o
Ortocentro

Ahora tracemos el punto medio del segmento KL y se coloca un segmento que

una dicho punto medio con el vértice J:

. L

o
Ortocentro

Marquemos con un punto (digamos verde) el lugar donde se intersectan las tres

medianas. Ese lugar se conoce como baricentro:

26



gt aricentr

®
Ortocentro

Por altimo, tracemos el circuncentro. El circuncentro es el punto que se sitda en la
interseccion de las mediatrices. La mediatriz es la recta perpendicular que pasa

por el punto medio de cada lado de un tridngulo.

Sobre el mismo triangulo que hemos trabajado, tracemos la perpendicular del

segmento KL y que pasa por el punto medio de dicho segmento:

L

e
Baricentro

®
Ortocentro

27



Tracemos la perpendicular del segmento JK_yque pasa por el punto medio de

dicho segmento:

.. :
Baricentro

Y
Ortocgntro

Por ultimo, tracemos la perpendicular del segmento JLune pasa por el punto

medio de dicho segmento:

L

.....

. :
Baricentro

®
Orto centro

28



Margquemos con un punto (digamos azul) el lugar donde se intersectan las tres

mediatrices. Ese lugar se conoce como circuncentro:

L

% Circuncentro

. ;
Baricentro

°
Ortocgntro

Una vez trazados los tres puntos notables (ortocentro, baricentro y circuncentro)

se une con una linea recta. Dicha recta es conocida como Recta de Euler.

Circuncentro

Baricentro

Recta de Euler

Ortocentro

29



3. Traza la Recta de Euler en el siguiente triangulo equilatero.

La Recta de Euler es la linea recta que une al ortocentro, al baricentro y al
circuncentro en todo triangulo. Por lo que para trazar dicha recta, es necesario

primero trazar los puntos notables. Empecemos por el ortocentro.

El ortocentro es el punto de interseccion de las tres alturas del triangulo. La altura
de un triangulo es el segmento de recta que pasa por alguno de los vértices de
dicho tridngulo y es perpendicular al lado opuesto. Tracemos las alturas del
triangulo. Llamemos Q, My T a los vértices del triangulo:

T

Q M

Se traza la perpendicular al segmento quue pase por el punto T:

30



Sobre el mismo triangulo, tracemos ahora la perpendicular al segmento TM que
pase por el punto Q:

Ahora tracemos la perpendicular al segmento TQ que pase por el punto M:

T
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Marquemos con un punto (digamos gris) el lugar donde se intersectan las tres

alturas. Ese lugar se conoce como ortocentro:

T

: Ortocentro

Tracemos ahora el baricentro.
El baricentro es el punto que se localiza en la interseccion de las medianas. La
mediana es el segmento de recta que une el punto medio del lado de un tridngulo

con el vértice opuesto.

Se trabajara sobre el mismo triangulo, sin embargo, ya solo se dejara el ortocentro

y se eliminaran los trazos que lo generaron. Tracemos el punto medio del
segmento QM y coloquemos un segmento de recta que una dicho punto medio

con el vértice T:

Ortocentro

32



Se traza el punto medio del segmento 'Iﬁy se coloca un segmento que una dicho

punto medio con el vértice M:

~

Ortocentro

I
|
|
I
i
I

Ahora tracemos el punto medio del segmento Mﬁse coloca un segmento que

una dicho punto medio con el vértice Q:

) |
Marquemos con un punto (digamos verde) el lugar donde se intersectan las tres

medianas. Ese lugar se conoce como baricentro:
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Baricentro /\‘(\ Qmocentro
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~ ~

~

|
|
|
I
Ve
|
1

Por ultimo, tracemos el circuncentro. El circuncentro es el punto que se sitla en la
interseccion de las mediatrices. La mediatriz es la recta perpendicular que pasa

por el punto medio de cada lado de un tridngulo.

Sobre el mismo triAngulo que hemos trabajado, tracemos la perpendicular del

segmento Q_Ty que pasa por el punto medio de dicho segmento:

T

Tracemos la perpendicular del segmento Wy que pasa por el punto medio de

dicho segmento:
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Por ultimo, tracemos la perpendicular del segmento QM y que pasa por el punto

medio de dicho segmento:

Marquemos con un punto (digamos azul) el lugar donde se intersectan las tres

mediatrices. Ese lugar se conoce como circuncentro:
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Baricentr/o /\f\ Qrtocentro
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|
|
|
i
I

Una vez trazados los tres puntos notables (ortocentro, baricentro y circuncentro)
se unen con una linea recta para formar la Recta de Euler. Sin embargo, como se
puede comprobar, el ortocentro, el baricentro y el circuncentro coinciden en el
mismo punto. Es por ello, que éste es el Unico caso (en un triangulo equilatero) en

donde no podemos formar la Recta de Euler.

36



Ejercicios.

Traza la Recta de Euler en los siguientes triangulos.
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e Congruencia, Semejanzay Teorema de Tales

La congruencia en geometria se entiende como la igualdad de figuras

geométricas. La nocion de semejanza en geometria se entiende como la

coincidencia de dos figuras mediante la ampliacion o dilatacion de las dimensiones

de una de ellas.

~

Para denotar a dos figuras congruentes utilizamos el simbolo =. Para denotar a

dos figuras semejantes utilizamos el simbolo ~

Existen criterios para establecer si dos triangulos son congruentes o semejantes:

Criterios para establecer congruencia

entre dos triangulos

Criterios para establecer semejanza

entre dos triangulos

e L,L,L (Lado, Lado, Lado)
Dos tridngulos son congruentes, si sus

lados correspondientes son iguales.

S AB=DE,BC=EF y AC=DF

entonces AABC = ADEF

e A, A (Angulo, Angulo)
Dos triangulos son semejantes si tienen

dos pares de angulos correspondientes

iguales.
siA=D y B=E entonces,
A ABC A DEF

e L,A L (Lado, Angulo, Lado)
Dos triangulos son congruentes si dos
lados y el angulo comprendido entre

ellos, son respectivamente iguales.

B E

pad

|
Il C D I

Si AB=DE, A= DyAC=DF

e L,A L (Lado, Angulo, Lado)
Dos triangulos son semejantes si tienen
dos pares de lados correspondientes
proporcionales y los angulos formados

por estos lados son iguales.
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entonces AABC = ADEF

AB _AC

si DE DF y A= D entonces,

AABC ADEF

e A, L, A (Angulo, Lado, Angulo)

Dos triangulos son congruentes si

tienen dos angulos y el lado adyacente
a ellos respectivamente iguales.

L

S A= D,AB=DEy B= E

entonces AABC = ADEF

e L,L,L (Lado, Lado, Lado)
Dos triangulos son semejantes, si sus

tres lados son proporcionales.

SN

AB_BC_CA
Si DE EF FD entonces,
AABC ADEF

Ahora el Teorema de Tales menciona que si en un triangulo se traza una linea

paralela a cualquiera de sus lados, se obtienen dos triAngulos semejantes.

\

gj AC|| DE A ABC~ ADBE

entonces

C
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Del que se desprende que si dos rectas cualesquiera se cortan por rectas
paralelas, los segmentos determinados en una de las rectas son proporcionales a

los segmentos correspondientes en la otra.

.;'/ [

o AC 80

si ABIED BF  entonces CE  DF

Basados en estos criterios, podemos determinar algunos elementos en triangulos.
Lo principal (como en todo problema matematico) es comprender bien el problema

y buscar entre las herramientas que se tienen para buscar una posible solucion.

Ejemplos
1 Los lados de un tridngulo miden a=26, b=18 y ¢=38. Si en un triangulo
semejante a éste, el lado a” mide 6.5. ¢Cual sera la longitud de los otros

lados del triangulo semejante?

Recordemos que los vértices de un triangulo se denotan en letras mayudsculas (por

lo general A,ByC) por lo que el triangulo con vértices ABC se le denota AABC;

el lado opuesto a un vértice se denota con la misma letra que al vértice pero en

minuscula.
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A

Recordemos también que en un tridngulo semejante a otro, regularmente el
nombre de sus angulos y lados correspondientes se denota con la misma letra con

apostrofo.

BI

A 4
En ocasiones, como en el ejemplo, los valores de los lados del triangulo aparecen
sin unidad de medida (por ejemplo no se sabe si 4 equivale a 4 centimetros o 4
metros). Cuando esto sucede, debemos dar por entendido que son unidades, asi

el 4 representa 4 unidades.

De acuerdo al criterio de semejanza L,L,L que menciona que dos triangulos son
semejantes, si sus tres lados son proporcionales, podemos obtener la siguiente

proporcion:

QD

s

b_c
a b c

Encontremos la longitud del lado proporcional al lado b, tomando solo la parte de

la igualdad que necesitamos:
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a_b

a o
26 18
65 b

Despejamos la incognita b". Lo primero, ya que la variable se encuentra
dividiendo, es “pasarla al otro lado” multiplicando (como se menciond
anteriormente, formalmente multiplicamos ambos lados de la igualdad por su

reciproco multiplicativo):

Continuando con el despeje, la cantidad 6.5 que esté dividiendo pasara

multiplicando al otro lado de la igualdad:
26 b’=(18)(6.5)
Por ultimo, la cantidad 26 que esta multiplicando a la incognita pasara dividiendo

al otro lado de la igualdad:

.- (18)(6:5)
26

Multiplicamos 18 por 6.5:

Dividimos 117 por 26:
b'=4.5
Ahora encontremos la longitud del lado proporcional al lado ¢, tomando solo la

parte de la igualdad que necesitamos:

a
2

o]

Despejamos la incognita c’. Lo primero, ya que la variable se encuentra
dividiendo, es “pasarla al otro lado” multiplicando (como se menciond
anteriormente, formalmente multiplicamos ambos lados de la igualdad por su

reciproco multiplicativo):
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Continuando con el despeje, la cantidad 6.5 que esta dividiendo pasara
multiplicando al otro lado de la igualdad:

26 ¢'= (38)(6.5)
Por ultimo, la cantidad 26 que esta multiplicando a la incégnita pasara dividiendo

al otro lado de la igualdad:

¢ (38)(6.5)

26
Multiplicamos 38 por 6.5:
. 247
C=——
26
Dividimos 247 por 26:
c=95

Por lo tanto las longitudes de los lados de un tridngulo semejante al triangulo
cuyos lados miden a=26, b=18 y c=38 son a=6.5, b=4.5y ¢=9.5.

2. ¢Qué valor debe tener G para que el triAngulo AABC sea semejante al

triAngulo AA'B'C’? ¢Cuéanto mide el segmento A'C"?
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Cuando se omite en algun ejercicio o ejemplo las unidades de medida de los lados
de un tridngulo, damos por entendido que son simplemente unidades. Asi el 8
representa 8 unidades.

Como se puede apreciar, se conoce el valor de los tres lados del triangulo AABC (

AB =8 , BC=5 y AC =12 ). También, se conoce el valor de los tres lados del

triangulo AAB'C'(A'B'=20, BC =125y A'C" =4G +10).

De acuerdo al criterio de semejanza de triAngulos L,L,L, dos triAngulos son
semejantes si sus tres lados son proporcionales. Verifiguemos entonces, las
razones de los lados correspondientes de dichos triangulos. Posteriormente,

igualemos las razones para verificar si son proporcionales entre ellas.

La primera razén se da entre los segmentos ABy A'B":

AB _8
AB 20
~0.4

La segunda razoén se da entre los segmentos BCy B'C”:

BC _ 5
BC 125
=04

La tercera razén se da entre los segmentos ACy A'C”:

AC 12
A'C 4G +10

Ahora, igualamos dichas razones para verificar si son una proporcion:
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AB_BC AC

AB BC AC
12

4G +10

04=04=

,

. AC .
Podemos por tanto, comparar dos razones, digamos 5C AC para realizar el

despeje de G. Con esto encontraremos el valor de G que hara que las razones

sean iguales y por ende, formen una proporcion:

e Ac
BC AC
12

" 4G +10

Despejamos la variable. Lo primero, todo lo que se encuentra dividiendo donde
esta inmiscuida la variable se “pasara al otro lado” (como se menciono
anteriormente, formalmente multiplicamos ambos lados de la igualdad por el

reciproco multiplicativo):

0.4(4G +10) = 12

Multiplicamos 0.4 por 4G+10
16G+4=12

Despejamos la variable. “Pasamos” restando el 4 al otro lado de la igualdad
(formalmente estamos aplicando el inverso aditivo de 4):

1.6G=12-4

1.6G =8
Aplicamos el inverso multiplicativo a 1.6 para despejar a G (lo que coloquialmente
diriamos “como 1.6 esta multiplicando G pasa dividiendo al otro lado de la

igualdad”):
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Asi, G debe valer 5 para que la proporcion

Verificando:
AB_BC_ AC
A'B° BC AC
12

4G +10
12

04=04=

04=04

04=04= 12

04=04=04

Porlotanto G=5y A'C =30

3. En un triangulo AQTM sus lados miden q

AB _BC_ AC

— = —— sea cierta.
A'B” B'C AC

T 4(5) +10

=10cm, t=16cmy m=18cm.

Calcular los lados del triangulo semejante AQ'T'M” cuyo perimetro sea igual

a 66 cm.

Se desea tener dos triAngulos semejantes AQTM y AQ'T'M". Segun el criterio

L,L,L dos triAngulos son semejantes si sus tres lados son proporcionales. Si los

lados son proporcionales, la suma de ellos (y por ende el perimetro) también lo es.

Del triangulo AQTM :

g+t+m=10cm+16 cm +18 cm
=44 cm

Del triangulo AQ'T'M":

g +t"+m’= 66 cm

Por lo que la razon entre el perimetro del triangulo AQTM y el perimetro del

triangulo AQ'T'M" es:
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Pwm _44cm
Pyrm- 66cm

A este valor podemos llamarle constante de proporcionalidad. Bajo este supuesto,
a cada una de las razones entre los lados correspondientes de los tridngulos

AQTMyYy AQ'T'M” deben ser igual a dicho valor. Asi, la primera proporcion entre

los lados q y q” y dicha constante de proporcionalidad seria:

9.2
q 3

Pero gq=10cm:
10cm _2
qg 3

Al despejar, q° “pasa multiplicando” al otro lado de la igualdad (como se ha
explicado en reiteradas ocasiones, formalmente se multiplica por el inverso

multiplicativo)

10 cm :2_q'
3
Generalmente, la variable que se desea despejar se coloca al lado izquierdo de la
igualdad:
g: 10 cm
3
Continuando con el despeje el 3 pasa al otro lado de la igualdad:
20'=(3)10 cm
Se multiplica:
20'=30cm
Se despeja q':
q= 30 cm
2

Dividimos:
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La segunda proporcion entre los lados t y t” y dicha constante de proporcionalidad

seria:

—~| ~
Il
Wl

Perot=16cm:

16cm:g

t 3

Al despejar, t* “pasa multiplicando” al otro lado de la igualdad (como se ha

explicado en reiteradas ocasiones, formalmente se multiplica por el inverso

multiplicativo)

16 cm =2_t
3

Generalmente, la variable que se desea despejar se coloca al lado izquierdo de la
igualdad:

Zi: 16 cm

3
Continuando con el despeje el 3 pasa al otro lado de la igualdad:

2t'=(3)16 cm

Se multiplica:

2t'=48 cm
Se despeja t’:

t,:48cm

2

Dividimos:

Y la tercera proporcion entre los lados m y m” y dicha constante de

proporcionalidad seria:

m_2
m 3

Pero m=18cm:
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18 cm :g
m’ 3

Al despejar, m" “pasa multiplicando” al otro lado de la igualdad (como se ha
explicado en reiteradas ocasiones, formalmente se multiplica por el inverso

multiplicativo)

18 cm :2_m
3
Generalmente, la variable que se desea despejar se coloca al lado izquierdo de la
igualdad:
21= 18 cm
3
Continuando con el despeje el 3 pasa al otro lado de la igualdad:
2m’=(3)18 cm
Se multiplica:
2m’=54 cm
Se despejam’:
., 54 .cm
m =
2

Dividimos:
Verifiguemos que la suma de los lados obtenidos del triAngulo da 66 cm:
q-+"+m’=66 cm
(15cm)+(24cm)+(27 cm)=66.cm
66 cm = 66¢Ccm
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4. Dada la siguiente figura, determina el valor del segmento AC

Cc

8

A

B

Si se observa bien la figura, se podra notar que esta formada por el triangulo

AABC y por el triangulo ADBE :

Cc

TriAngulo AABC

TriAngulo ADBE

Verifiqguemos primero que ambos triangulos son semejantes. De acuerdo al criterio

de semejanza A,A, dos triangulos son semejantes si tienen dos pares de angulos

correspondientes iguales. Podemos verificar que el angulo <B es el mismo tanto

en el triangulo AABC como en el triangulo ADBE . También observa que el angulo

<A del triangulo AABC mide 90° y el &ngulo

también 90°.

<D del triangulo ADBE mide

Asi,dadoque <«B=<«B y <«A=<«D por el criterio A,A los triangulos son

semejantes AABC ~ ADBE .
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Verificado el supuesto de semejanza, sabemos que en triangulos semejantes, sus

lados correspondientes son proporcionales. En este sentido:

e ellado AB del triangulo AABC es proporcional al lado DB del?iémgulo

ADBE ;

o ellado AC del triangulo AABC es proporcional al lado DE del triangulo

ADBE ; y

e el lado BC del triangulo AABC es proporcional al lado BE del triangulo

ADBE .

Como:

AB=AD+DB
=6+4
=10

DB=4

Para encontrar el valor del lado CA podemaos aplicar la proporcion

que todos (excepto CA) son valoresconocidos.

Ordenando términos:

Despejando:

Realizando operaciones:

AB_CA
DB DE
10 _CA
4 3
CA_10
3 4
ca_ (310

4
ca=2

4
=75

DE=3

AB_CA
DB DE
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Por lo tanto el lado C_A: 7.5

Ejercicios.
1. Los lados de un triangulo miden 3cm, 4 cm y 5 cm. Calcula el valor de los

lados de un triangulo semejante a éste, cuyo lado mayor mida 17.5 cm.

2. Los lados de un triangulo miden 8.3 cm, 5.8 cm y 7.2 cm. Calcula el valor

de los lados de un triangulo semejante a éste, cuyo perimetro sea 85.2 cm.

3. Determina el valor del lado MY sabiendo que I\Fy GL son paralelos.

G
54
Mo 22
- o,
N 99
Y

4. Determina el valor del lado LHen la siguiente figura:
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e Teorema de Pitagoras

El Teorema de Pitdgoras menciona que en todo triangulo rectangulo, la suma de

los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.

a’+b’=c?

Donde a y b son los catetos y c¢ la hipotenusa.

Ejemplos

1. Calcular el valor de lado faltante en el siguiente triangulo rectangulo:

8
Nuevamente, cuando los lados de un triangulo aparecen sin unidad de medida, se

da por entendido que, damos por entendido que son simplemente unidades.

Se observa que el valor faltante es el de la hipotenusa, de ahi que de la férmula
tengamos que despejar c:

a’+b’=c’
Acomodando variables (ya que generalmente la variable a encontrar se coloca en
el lado izquierdo de la igualdad):

cc=a’+b’
Aplicamos raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad
Sustituyendo valores (en este caso es indistinto cuél de los dos valores se le

asigne a cada cateto, por ejemplo podemos definir que a=4 y b=8):
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2. Calcular el valor de lado faltante en el siguiente triangulo rectangulo:

130

7

Cuando los lados de un triangulo aparecen sin unidad de medida, se da por
entendido que, damos por entendido que son simplemente unidades. Se observa
que el valor faltante es uno de los catetos, digamos a, de ahi que de la férmula
tengamos que despejarla:
a’+b*=c’
a% = 2 p?
Aplicamos raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad
Jaz =2~ p?
a=+c* - Db’
Sustituyendo valores (en cualquier caso es necesario que c sea la literal que se le

asigne a la hipotenusa, asi ¢ =+130 yb=7):

a =/(30)* —(7)*
= «/130—49
J81

9

Por lo tanto, el lado faltante mide 9 unidades.

54



3. Una cancha de futbol mide 110 metros de largo. Si la longitud de su

diagonal es de 125 metros, ¢cual es el ancho de la cancha?

Para este caso, conviene realizar una representacién de lo mencionado en el

problema:

Como se aprecia, dicho problema podemos trasladarlo al ambito de las
matematicas para la resolucién del triangulo aplicando el teorema de Pitdgoras,
donde lo que se requiere calcular es un cateto (digamos b):

a’+b*=c’

b? =c¢*- a?

Aplicamos raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad:

Jb? =\c? - a?
b=+/c? - a?
Sustituyendo valores (en cualquier caso sera necesario que c sea la literal que se

le asigne a la hipotenusa, asi c=125ya=110):

b =4/(125)’~(110)?
= \[15625-12100
= 3525

=59.37
Por lo que el ancho de la cancha de futbol es de 59.37 metros.
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4. La cara frontal de una casa de campafia es un triangulo equilatero con

base de 2 metros, ¢cual es la altura de la casa de campafia?

Realizamos una representacion de la situacion:

& 2
De esta forma nos podemos percatar, que la altura de la casa de campafa la
podemos obtener al calcular un cateto (digamos a) en el siguiente triAngulo

rectangulo:

a’+ b’ =c?
a’=c’-b’
Aplicamos raiz cuadrada a ambos lados de la igualdad
Jaz =2 —p?

a=+/c?-b?
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Sustituyendo valores (en cualquier caso es necesario que c sea la literal que se le

asigne a la hipotenusa, asi c=2y b =1):
a=4(2)" (1)
=y4-1
=B

=173

Por lo tanto, la altura de la casa de camparia es de 1.73 metros.

Ejercicios.
1 Una escalera de 2.7 metros de largo se apoya en una pared vertical de
modo que el pie de la escalera esta a 1.3 metros de esa pared. Calcula la

altura que alcanza la escalera sobre la pared.

2 El dormitorio de Héctor es rectangular con medidas de sus lados 4y 5
metros. Si desea colocar una cuerda que atraviese el dormitorio y que esté
amarrada a dos esquinas opuestas, ¢cual es la longitud de la cuerda?

3 ¢Cudl es el perimetro de un rombo cuyas diagonales miden 6 cmy 8 cm?
4. En una rampa inclinada una persona avanza una distancia de 50 metros.

Al llegar al final de dicha rampa, observa que avanzé una distancia

horizontal de 40 metros ¢a qué altura esta la rampa?
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